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本論文で扱う記号の定義 
 
r  ： 原子間距離 
  ： 換算質量 
v ： 解離極限から数えた振動量子数 
J  ： 回転量子数 
M  ： 原子核の質量 
m  ： 電子の質量 
eE  ： 電子エネルギー 
occ  ： 占有軌道の数 
vir  ： 仮想軌道の数 
all  ： 占有軌道と仮想軌道の合計 
AxR  ： A番目の核の x成分の核座標( zyx ,, は等価のため、 xのみ示す) 
piC  ： 分子軌道係数 
p  ： 基底関数 
  ： 軌道エネルギー 
i  ： 分子軌道 
AxR
i  ： 分子軌道の基底関数にのみ核座標微分演算子が作用 
ijS   ： 分子軌道の重なり積分 
AxR
ijS  ： 基底関数に核座標微分演算子が作用した重なり積分 
ijh    ： 一電子積分 
AxR
ijh   ： 基底関数に核座標微分演算子が作用した一電子積分 
  gklij   ,  ： 二電子積分 
  AxAx RR gklij   ,  ： 基底関数に核座標微分演算子が作用した二電子積分 
AxR
ijF  ： Fock 行列の一階微分 (
AxR
ijh と  
AxR
klij の足し合わせ) 
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AxR
ijU  ： 分子軌道の微分に相当する CPHF 方程式の解 
 
 
 
 
 
  
-5- 
 
 
第１章 
序論 
 
1.1 研究背景 
1.1.1 京都大学実験グループによるイッテルビウム分子の精密測定の研究 
電子基底状態の Yb2分子に対して、高振動回転準位の束縛エネルギーを精密に決定し
た研究が京都大学の高橋教授らによって報告されている [1],[2]。この研究では
Bose-Einstein 凝縮で冷却された Yb 原子から、光会合で Yb2分子が生成されている。
この方法を用いると極低温まで冷却された分子が形成されるため、非常に高精度に遷移
周波数が決定できる。また光会合で生成される分子は通常、解離極限近傍の振動回転準
位に分布する。表 1.1 に、高橋らの得た 15 状態の振動回転準位における束縛エネルギ
ーを示す。ここでは v は解離極限から数えた振動量子数を表しており(図 1)、J は基底状態
から数えた回転量子数を表している(図 2)。 
表 1.1 の結果から高橋教授らは、同位体によらないレナード・ジョーンズ型ポテンシ
ャルを用いてパラメータフィッティングをし、束縛エネルギーを再計算した。ここで求
められたポテンシャルは以下の通りである。  
   
2
6 812
12 6 8 2
1
2
C CC
V r J J
r r r r
      
6 8 12
6 0 8 0 12 0 = 1930.2481 ,  = 194 683.32 ,  = 1042 346 614H H HC E a C E a C E a  
ここで は換算質量を、rは原子間距離を示す。最も多くの振動量子数の束縛エネルギ
ーが決定されている 170Yb2 と 174Yb2 の振動準位の結果と上述のモデルポテンシャルを
用いて計算した束縛エネルギーを表 1.2 に載せる。 
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図 1. 振動のエネルギー準位 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 2. 回転のエネルギー準位 
 
 
  
-7- 
 
 
 
表 1.1 高精度に決定された基底状態 Yb2分子の束縛エネルギー (単位 : MHz) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
表 1.2  束縛エネルギーの実験値と計算値 (単位 : MHz) 
 
  
準位 実験値 計算値 残差
170
Yb2(v = 1, J = 0)  -27.70024(44) -27.73487 -0.03463
170
Yb2(v = 2, J = 0)  -463.72552(80) -463.87423 -0.14871
170
Yb2(v = 3, J = 0)  -1922.01467(505) -1921.08451 0.93015
174
Yb2(v = 1, J = 0)  -10.62513(53) -10.62933 -0.00402
174
Yb2(v = 2, J = 0)  -325.66378(98) -325.6019 0.06188
174
Yb2(v = 3, J = 0)  -1527.88543(34) -1526.90644 0.97899
準位 束縛エネルギー
168
Yb2(v = 2, J = 0)  -195.18141(46)
168
Yb2(v = 1, J = 2)  -145.53196(48)
170
Yb2(v = 1, J = 0)  -27.70024(44)
170
Yb2(v = 2, J = 0)  -463.72552(80)
170
Yb2(v = 3, J = 0)  -1922.01467(505)
170
Yb2(v = 1, J = 2)  -3.66831(32)
170
Yb2(v = 2, J = 2)  -398.05626(46)
170
Yb2(v = 3, J = 2)  -1817.14074(80)
173
Yb2(v = 1, J = 0)  -1.6057(26)
173
Yb2(v = 2, J = 0)  -208.9670(12)
174
Yb2(v = 1, J = 0)  -10.62513(53)
174
Yb2(v = 2, J = 0)  -325.66378(98)
174
Yb2(v = 3, J = 0)  -1527.88543(34)
174
Yb2(v = 1, J = 2)  -268.63656(56)
174
Yb2(v = 2, J = 2)  -1432.82653(75)
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束縛エネルギーの実験値とレナード・ジョーンズ型ポテンシャルから得られた計算値
には数 kHz から 100kHz 程度の有意な差が確認されている。高橋教授らは、この差か
ら質量依存の項である重力場補正項を観測することができるのではないかと提唱した。
しかしながら重力場補正項を正確に評価するためには、他の質量依存の項を正確に求め
ることが必須である。他の質量依存項として考えられる項に Born-Oppenheimer 
(BO)近似の補正項が存在する。レナード・ジョーンズ型ポテンシャルは BO 近似を仮
定しているため、核質量に依存しない。BO 近似の補正を求め、核質量に依存するポテ
ンシャルを得ることでより正確に重力場補正項の評価ができると考えられる。 
 
1.1.2 重力場補正項について 
 一般に重力の大きさは、Newton の重力逆二乗則に従う。Newton の重力逆二乗則と
は、以下の式である。 
1 2
2
M M
F G
r
   
しかし、現在 Newton の重力逆二乗則が成り立つことが実験で観測されているのは、二
体間の距離が 0.1mm 以上のときであり、それより近距離間では Newton の重力逆二乗
則が成り立っているか確認されていない。仮説の一つである超ひも理論では、近距離領
域における重力の大きさは Newton の重力逆二乗則に従わず、もっと大きな補正が働く
と提唱している[3]。その仮説の根源は、自然界に働く四つの力、電磁気力、弱い核力、
強い核力、重力が一つの力に統一できるという理論である。電磁気力、弱い核力、強い
核力と比べ重力だけが極端に弱い。(例えば、1 キログラム、1 クーロンの二つの物体が、
互いに 1 メートルの距離に置かれた場合、重力と電気力はそれぞれ約 6.7×10-11N, 9.0
×109N になる。) 四つの力の中で重力だけ極端に弱い問題を階層性問題といい、現代
の物理学が抱える大きな問題の一つとなっている。 
 超ひも理論では、近距離領域における重力が大きくなる原因は、通常の 3 次元空間よ 
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り高い次元を媒介して力を及ぼすためであると提唱しており、重力ポテンシャルは以下
の Yukawa ポテンシャルの補正項(重力場補正項)が加わると考えられている。 
  1 2 1 exp
M M r
V r G
r


  
     
  
 
ここで、αは補正項の大きさ、λは補正項の距離スケールである。現在の実験技術では、
重力場補正項が露わに観測できると考えられている 1mmスケール以下における重力の
測定は困難であり、より大きい上限値しか得られていない。現在得られている最も小さ
い距離スケールでの補正項の上限値は、中性子の散乱実験によるもので、λ=1nm にお
いてα<1022 という結果である[4]。高橋教授らは、イッテルビウム二原子分子を用い、
原子間距離である 1nm スケールでの重力場補正項の上限値の更新を試みている。 
 
1.2 本研究の目的 
 1.1.1 節の高橋教授らの研究において、1nm スケールの重力場補正項を評価するには、
Yb2分子の BO 近似補正項を見積もり、より正確なポテンシャルを求める必要があると
述べた。それ故、本研究の目的は Yb2分子の BO 近似補正項を見積もることである。 
Yb は原子番号が 70 でランタノイドに属する重元素である。重元素の電子状態は相対
論効果が顕著であり、相対論を考慮した BO 近似補正項を計算する方法論は未だ提案さ
れていない。そこで本研究では相対論的な電子状態理論に基づき BO 近似補正項を計
算する方法論を提案し、その計算プログラムの開発を行った。 
 BO 近似の理論は、原子核の質量が電子の質量より非常に重いことが根源である。そ
のため、原子核が重くなるにつれ、BO 近似は良い近似になると直観的に考えられる。 
しかし様々な分子において、BO近似補正がどの程度存在するのかという問いに対して、
軽元素系から重元素系まで系統的に数値計算を用いて評価を行った研究例は存在しな
い。そこで本研究で開発したプログラムを用いて、原子の全エネルギー、分光定数、反
応熱、反転障壁エネルギーを用いて系統的な評価を行った。 
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第 2 章 
理論 
 
2.1 Born-Oppenheimer の近似理論 
Born-Oppenheimer(BO)近似は、1927 年に Born と Oppenheimer によって確立[5]
された理論であり、量子化学計算では多くの場合、BO 近似に基づいて電子状態を求め
ている。 
BO 近似は、原子核の質量が電子の質量に比べて非常に大きく、原子核の運動エネル
ギーが電子の運動エネルギーと比べて非常に小さいためによく良く成り立っている。こ
の運動エネルギーの違いから、原子核の運動を無視できると仮定でき、分子中の電子は
固定された核の場の中を運動していると考えることができる。 
BO 近似は、断熱近似の下で成り立つ近似であるため、この節では断熱近似と BO 近
似について紹介する。 
 
2.1.1 分子のハミルトニアン 
BO 近似の一般的な論議では、空間に固定した座標系によるハミルトニアンから出発
する。 実験室系における N 電子M 核系の分子のハミルトニアンは 
 2 2
1 1
1 1ˆ ( , )
2 2
N M
tot i A
i A A
H V r R
m M 
        (2.1) 
と表される。ここでm、 AM はそれぞれ電子の質量、 A番目の核の質量を示し、ラプ
ラシアン演算子 2i 、
2
A は、それぞれ i番目の電子、A番目の核の座標に関する微分を
含んでいる。上記のハミルトニアンを用いた Schrödinger 方程式 
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    RrERrH tottot ,,ˆ   (2.2) 
は、厳密に解くことができない。それは原子核と電子の動きを同時に考えているからで
ある。 
 
2.1.2 電子の Schrödinger 方程式 
原子核の運動エネルギーが電子の運動エネルギーより非常に小さいことから、原子核
の運動を無視できると仮定すると、電子のハミルトニアンは 
  2
1
1ˆ ;
2
N
e i
i
H V r R
m
     (2.3) 
と表される。ここでポテンシャルV は電子座標にはあらわに依存するが、核座標にはパ
ラメータ的に依存することを示している。(2.3) 式のハミルトニアンを用いた電子の
Schrödinger 方程式は、 
      RrRERrH eieieie ;;ˆ    (2.4) 
と表される。電子の Schrödinger 方程式を解くことによって得られる電子波動関数を線
形結合とることで、分子の任意の定常状態における波動関数を表すことができる。 
 
2.1.3 分子の任意の定常状態における波動関数 
原子核も電子も同時に運動していることを意味する分子の波動関数は、原子核を固定
した電子の Schrödinger 方程式から得られる波動関数を線形結合とることで表現する
ことができる。つまり、 
      



1
;,
i
eii RrRRr   (2.5) 
と表される。電子波動関数  Rre ; の組は正規直交系を構成している。  R は、核座標
Rに依存する展開係数であるが、断熱近似を仮定した波動関数を用いると、核の波動関
数として振る舞う。断熱近似に関しては、次節で説明する。 
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 (2.5) 式を(2.2) 式の Schrödinger 方程式に代入し、展開係数  R を決定できれば、
原子核も電子も同時に運動していることを意味する分子の波動関数  Rr, を得ること
ができる。しかし、この波動関数を求めるのは、非常に困難である。その理由は、異な
る電子波動関数の組の相互作用項が含まれるからである。そこで、異なる電子波動関数
の組の相互作用項の計算を避けるために考えられた近似が断熱近似である。 
 
2.1.4 断熱近似 
断熱近似は(2.5)式の波動関数において、一つの電子状態の項のみを考慮する近似であ
る。つまり、断熱近似下の波動関数は、 
      RrRRr e ;,   (2.6) 
と表すことができる。 
この近似により一つの電子波動関数から展開係数  R を決定できる。(2.6)式の波動
関数を(2.2)式に代入して Schrödinger 方程式を展開すると、 
           RERREdrRrRr
M
tote
M
A
AeAe
A
 






 


1
22 ;;
2
1
 (2.7) 
と表される。この式が断熱近似下の核の Schrödinger 方程式であり、展開係数  R が
核の波動関数となっている。この式から断熱近似を仮定することで電子状態と振動を分
離することができることが分かる。 
(2.7)式の第一項がBO近似下では無視される項であり、対角BO近似補正項(diagonal 
BO correction ; DBOC)と呼ばれる BO 近似の一次摂動補正となる項である。本研究で
は、対角 BO 近似補正項を計算するプログラムを開発したので、3 章で詳しく述べる。 
 
2.1.5 Born-Oppenheimer 近似 
 (2.7)式の第一項である対角 BO 近似補正項は、  REe の核質量分の一のオーダーにな
るため、  REe よりも非常に小さい。そのため、この項も無視すると近似したのが BO
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近似である。つまり、BO 近似下の核の Schrödinger 方程式は、 
      RERRE
M
tote
M
A
A
A
 







1
2
2
1
 (2.8) 
と表される。この式は、核質量に依存しないポテンシャルエネルギー  REe の曲面上を
運動する。そのため、BO 近似の下では、同位体置換してもポテンシャルエネルギー曲
面は変わらない。 
 2.1 節で紹介した BO 近似理論は、文献[6]を参照した。しかし、実際に Born と
Oppenheimer が 1927 年に発表した論文では 2.1 節で説明したような導出はしていな
い。分子に属する核の平均の質量をM とするとき、 4
M
m
k e という小さいパラメータ
kを導入した摂動論に基づいて、電子状態、並進、振動、回転を分離できることを示し
た。小さいパラメータ kを用いた導出は、文献[7],[8]を参考とする。 
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2.2 対角 BO 近似補正項に関する先行研究 
 対角 BO 近似補正の理論は、1950 年代に Born[9]により発表され、1986 年に Handy 
et al. [10],[11]が実験室固定座標系における対角 BO 補正項の理論を報告した。Handy
らは、General restricted Hartree-Fock(HF)法、multi configuration HF 法に基づいた
計算を示した。その後、電子相関法に基づいた対角 BO 補正項の理論が報告された。2003
年に Valeev と Sherrill は、configuration interaction(CI)法に基づいた計算を、数値微
分法を用いて行った [12]。2006 年に Gauss et al.[13] により解析微分法に基づいた
CI 法、 coupled cluster(CC)法の計算を、2007 年には Tajti et al.[14] により 
second-order Möller Plesset theory (MP2)法を考慮した計算を報告した。これらの研究
例は全て軽い元素を対象としている。 
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第 3 章 
数値計算法 
 
3.1 GRHF 法に基づいた対角 BO 近似補正項 
本節では、Generalized restricted Hartree-Fock(GRHF)法に基づいた対角 BO 近似補
正項の導出を示す。本研究において、GRHF 法は RHF 法と high-spin restricted open 
shell HF(ROHF)法の総称としている。 GRHF 法に基づく電子波動関数 e の電子エネ
ルギー eE は、以下のように表せる。 
     
 

occ
i
occ
j
ijij
occ
i
iiie ijijjjiihfE
1 11
2   (3.1) 
ここでoccは、占有軌道の数を示している。 if は i番目の軌道の電子の占有数で決まる。
電子の占有数が 2 の場合 1if 、電子の占有数が 1 の場合 2
1if 、空軌道の場合 0if
になる。 ijij  , はカップリング定数であり、 i番目と j番目の軌道の電子の占有数で決
まる。i番目と j番目の軌道のペアが下記のようなときの、 ijij  , の定数を以下に示す。 
二電子占有-二電子占有 → 2ij , 1ij  
二電子占有-一電子占有 → 1ij , 2
1ij  
一電子占有-一電子占有  → 
2
1ij , 2
1ij  
空軌道を含む場合      → 0ij , 0ij  
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次に、GRHF 法レベルの対角 BO 近似補正項の求め方を示す。GRHF 法レベルの対角
BO 近似補正項の計算式は、Handy らの文献[10]で与えられており、 
       
 
 






M
A
occ
ji
iAjjAiij
occ
i
iAii
A
HFDBOC f
M
E
1 1
2 22
2
1
   (3.2) 
である。ここで、 i は分子軌道を示している。上記の式の計算を行うには、分子軌道
の一次、二次の核座標微分が必要となる。分子軌道の核座標微分は、 
 
Ax
p
pip
Ax
pi
i
Ax R
C
R
C
R 






 
  (3.3) 
 
2
2
2
2
2
2
Ax
p
pi
Ax
p
pip
Ax
pi
p
Ax
pi
i
Ax R
C
R
C
R
C
R
C
R 












 
    (3.4) 
と表せる。ここで A 番目の原子の核座標を AxR とし、 piC は分子軌道係数を、 p は基
底関数を示す。分子軌道係数の微分は、 
 pi
all
r
R
ripi
Ax
CUC
R
Ax




1
 (3.5) 
 pi
all
r
RR
ripi
Ax
CUC
R
AxAx




1
2
2
 (3.6) 
と定義される。ここで allは、占有軌道と仮想軌道の足した全分子軌道の数を示す。 AxRriU
は、”response”と呼ばれ、分子軌道係数を微分したときの微小変化を示す。 
(3.3),(3.4),(3.5)式を(3.2)式に代入すると、 
        
  















M
A
occ
ji
R
ji
R
ijij
occ
i
RR
ii
all
r
R
ri
R
ri
RR
iii
A
HFDBOC
AxAxAxAxAxAxAxAx UUUf
M
E
1
2
1 1
222
2
1

 (3.7) 
になり、この(3.7)式が GRHF 法に基づいた対角 BO 近似補正項を求める最終式である。
ここで AxRr ,
AxAxRR
i はそれぞれ 
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 p
Ax
pr
R
r
R
CAx 


  (3.8) 
 p
Ax
pi
RR
i
R
CAxAx 
2
2


  (3.9) 
と定義している。(3.5),(3.6)式で示した AxRriU ,
AxAxRR
riU はそれぞれ 1st-order, 2nd-order 
coupled perturbed Hartree-Fock(CPHF)方程式[15]から得られる。 Ax AxR R
riU に関しては、
(3.7)式を解くときに必要なペアは分子軌道の規格直交性により ir  のみになる。
AxAxRR
iiU は、2nd-order CPHF 方程式を解く必要がなく、以下のように 1st-order CPHF
方程式の解 AxRriU を使って求めることができる。 
     






 
all
r
R
ir
R
ir
RR
ii
RR
ii
AxAxAxAxAxAx SUSU
22
2
2
1
 (3.10) 
ここで AxAxRRiiS ,
AxR
irS はそれぞれ 
  qp
Ax
qipi
RR
ii
R
CCS AxAx 
2
2


  (3.11) 
  qp
Ax
qrpi
R
ir
R
CCS Ax 


  (3.12) 
と定義している。 (3.10)式は、分子軌道の重なり積分の微分が 0 になることから導かれ
る。詳細は文献[16]を参考にするとよい。また、(3.7)式の AxRijU の ji, ペアで必要となる
のは、占有-占有、仮想-占有、占有-仮想のペアである。しかし、実際に占有-占有ペア
の正しい値は必要ない。その理由は、(3.7)式で占有-占有のペアは、相殺される項と、
 AxAx RjiRij UU  という形でくくることができる項しか出てこないからである。そして、そ
のくくられた項は、 
 AxAxAx
R
ij
R
ji
R
ij SUU   (3.13) 
と表すことができる。この式は、分子軌道の重なり積分の微分が 0 であることから導か
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れる。この関係式を用いることで、 AxR
ijU の占有-占有ペアの正確な値を求めることを回
避することができる。 AxR
ijU の仮想-占有ペアは、1st-order CPHF 方程式から得ることが
できる(3.2 節を参照)。占有-仮想ペアは仮想-占有ペアが求まっていれば、(3.13)式から
求めることができる。 
 
3.2 Coupled Perturbed Hartree-Fock(CPHF)法 
前節でも述べたように、分子軌道の微分を求めるときに CPHF 法を解かなければな
らない。CPHF 方程式は、閉殻系と開殻系で式が異なるため、閉殻系の CPHF 方程式
を CPRHF 方程式と呼び、開殻系の CPHF 方程式を CPROHF 方程式と呼ぶことにす
る。 
 
3.2.1 CPRHF 方程式 
CPRHF 方程式は、 
   AxAxAx Rij
virt
k
occ
l
R
klklij
R
ijij BUAU  
.
,  (3.14) 
と表される。ここで i は i 番目の分子軌道の軌道エネルギーを示し、virt は仮想軌道の
みのインデックスを示す。また klijA , 、
AxR
ijB はそれぞれ 
      jkiljlikklijA klij  4,  (3.15) 
     
 

occ
k
occ
l
R
klj
R
ij
R
ij
R
ij jlikklijSSFB
AxAxAxAx
1 1
2  (3.16) 
と定義している。また(3.16)式の AxRijF は Fock 行列の一階微分であり、 
      
occ
k
RRR
ij
R
ij
AxAxAxAx jkikkkijhF 2  (3.17) 
と定義している。 
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 AxAx
R
pqqjpi
R
ij hCCh    (3.18) 
     AxAx Rslrkqjpi
R
rspqCCCCklij   (3.19) 
(3.14)式で表されている CPRHF 方程式の中で未知数は AxRU 行列であり、(3.14)式は一
般に配列の次元が非常に大きいため、その未知数は繰り返し計算を用いて決定される。
(3.14)式から決定される AxR
ijU の i,jペアは、仮想-占有のペアのみである。 
 
3.2.2 CPROHF 方程式 
CPROHF 方程式は、 
 AxAx
R
ij
pairindep
lk
R
klklij BUA 

.
,   (3.20) 
である。ここで indep.pair は、一電子占有軌道-二電子占有軌道、仮想軌道-二電子占有
軌道、仮想軌道-一電子占有軌道の三つのペアを示している(図 3.1 の斜線の領域)。ここ
で klijA , と
AxR
ijB は、それぞれ 
  klijA jliljkikklij   2,  
       jkiljlikjliljkik    
        ikjkiljjkikjliiljlikjjliljki      (3.21) 
AxAxAx R
ji
R
ij
R
ijB    
              


all
k
occ
l
il
j
likjjl
i
ljkijkikjkik
R
kl jkiljlikklijS
Ax 2     
       
o c c
k
jkikjkik
R
kk jkikkkijS
Ax          (3.22) 
である。またここで はラグランジアン行列であり、その行列要素は 
     


all
l
ililijiij jlilllijhf
1
   (3.23) 
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である。 AxRij は、 ij の分子軌道係数以外の変数に核座標 AxR 微分が作用しており、 
     


all
l
R
il
R
il
R
iji
R
ij
AxAxAxAx jlilllijhf
1
  (3.24) 
としている。 lij は、一般的なラグランジアン行列の要素であり 
      
all
k
lklkijl
l
ij jkikkkijhf   (3.25) 
としている。 
 
 
 
 
(3.20)式で未知数は AxRU 行列であり、この式は一般に配列の次元が非常に大きいため繰
り返し計算を使って解く。 
 
3.3  UHF 法に基づいた対角 BO 近似補正項 
GRHF 法に基づいた対角 BO 近似補正項の導出に続き、Unrestricted Hartree-Fock 
(UHF)法に基づいた対角 BO 近似補正項の式を説明する。GRHF 法では スピンをも
った電子と スピンをもった電子が同じ空間軌道を占めているのに対し、UHF 法では
異なる空間軌道を占める。 スピンをもった電子が占める空間軌道の組を  i 、 スピ
ンをもった電子が占める空間軌道の組を  i とすると、UHF 法に基づく対角 BO 近似補
図 3.1 (3.20)式で得られる AxRU 行列で得られる要素 
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正項を求める式は、 
 
     
     








 

 











occ
ji
iAjjAi
occ
i
iAi
M
A
occ
ji
iAjjAi
occ
i
iAi
A
UHFDBOC
M
E
1
2
1 1
2
                                       
2
1
 
 (3.26) 
となる。ここで occ と occ は、それぞれ スピンをもった電子が占める空間軌道の
数、 スピンをもった電子が占める空間軌道の数を示している。(3.26)式以降の式展開
は GRHF 法とほぼ同じである。分子軌道係数の微分に相当する AxRU 行列は、CPUHF
方程式[17]より得ることができる。 
 
3.4 相対論ハミルトニアン 
本研究では、一電子演算子にスピン非依存の 2 成分相対論ハミルトニアンを適応する
手法をとった。CPHF 法を解く際に、(3.17)式、(3.24)式からわかるように一電子積分
の一階微分が必要になる。本研究では、数値微分法を用いて相対論ハミルトニアンに基
づいた一電子積分の微分の計算を行った。 
GAMESS プログラム内ですでに適用されているスピン非依存の 2 成分相対論ハミル
トニアンに、 2nd-order Douglas-Kroll-Hess(DKH2)、 3rd-order DKH(DKH3) 、
Infinite-order two-component(IOTC)法があげられる。そこでこれらの相対論的ハミル
トニアンに基づいた一電子積分の微分を用いて、相対論的な対角 BO 近似補正項のプロ
グラム開発を行った。これらの相対論法の理論の詳細については文献[18, 19]を参考に
してほしい。 
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図4.1 RUNTYP=DBOCの計算
の流れ(赤色の枠は、本研究で開
発したことを示す) 
 
第 4 章 
計算プログラム 
 
4.1 ソフトウエア 
 本研究では、フリーコードプログラムである GAMESS[20]を基盤として対角 BO 近
似補正項を計算するプログラムを開発した。GAMESS におけるインプットのキーワー
ド、RUNTYP=DBOC を記述すると GAMESS プログラムで対角 BO 近似補正項の計
算が可能となる。次回の GAMESS プログラムのリリース時に、本プログラムを含む形
で公開予定である。 
 
4.2 対角 BO 近似補正項の計算の流れ 
対角 BO 近似補正項の計算の流れを図 4.1 に示してい
る。図 4.1 に記されている変数は、対角 BO 近似補正
項の計算もしくは、CPHF 方程式を解くのに必要とな
るものである。対角 BO 近似補正項の計算の流れは、
Hessian と呼ばれるエネルギーの二階微分の計算の流
れとよく似ている(付録 A)。(3.7)式、(3.10)式に基づい
て対角 BO 近似補正項の最終的な計算に必要な変数は、
 AxRri  ,  AxAxRRii  , AxAxRRiiS , AxRirS , AxRriU の 5 つであ
る。以下に図 4.1 に示す計算の流れを説明する(RHF 法に
基づいている)。 
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i. エネルギー計算 
一電子演算子hは下記のように定義している。 
 nnen VVTh   (4.1) 
T は電子の運動エネルギー演算子、 enV は電子-核の間のクーロン引力項、 nnV は核-核反
発項を示している。 
電子の運動エネルギー積分の x成分の行列要素は、 
 










 qp
e
pq
xm
T 
2
2
2
1
 (4.2) 
である。ここで式中の xは電子座標の x成分を示す。またガウス型基底関数の x座標成
分は、 
       2exp,, AxnAxAx RxaRxRax x   (4.3) 
であり、(4.3)式からガウス型関数に作用する核座標微分演算子は、電子座標微分演算子へ
の変換が下記の式で可能であることがわかる。 
    AxpAxp
Ax
Rax
x
Rax
R
,,,, 





 (4.4) 
(4.4)式により、(4.2)式の電子座標微分演算子を核座標微分演算子に変換し、(3.9)式で
定義されている  AxAxRRii  、そして(3.11)式で定義されている AxAxRRiiS を得ることができる。 
 ,g はそれぞれ二電子積分、軌道エネルギーを示し、CPHF 方程式を解くために必要
である。 
ii. 一電子積分の一階微分 
 CPHF 方程式を解くために必要である Fock 行列の一階微分 AxRF は(3.17)式で定義さ
れ、一電子積分の一階微分 AxRijh を項にもつ。そのため、計算された
AxR
ijh を
AxRF に足し
こむ。 
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 重なり積分の一階微分である AxRS は、対角 BO 近似補正項に必要であり、 AxRri  の
項を作るために必要となる。また CPHF 法を解くために必要である。 
iii. 二電子積分の一階微分 
 二電子積分の一階微分 AxRg は、 AxRF に足しこむ。 
iv. CPHF 方程式 
 (3.14)式に基づく式を繰り返し計算法によって解く。これにより、分子軌道係数の一
階微分に相当する AxRriU を得る。 
v. 対角 BO 近似補正項の計算 
 i.~iv. の計算により対角 BO 近似補正項を計算するために必要な項はすべてそろった
ため、(3.7)式に基づいて計算を行う。 
以上が図 4.1 に示した計算の流れである。なお、図 4.1 では、本研究で新たに開発し
たコードを赤色の枠で示している。GAMESS における一、二電子積分の一階微分のプ
ログラムは d 軌道までに制限されていた。本研究では重原子系の計算を目指しているた
め、g 軌道までの計算が必要である。それゆえ、本研究で一、二電子積分の微分コード
を改良し、g 軌道まで計算を可能にした。一、二電子積分の微分コードの改良について
は付録 B を参照。 
 
4.3 計算方法のまとめ 
 本研究で GAMESS のキーワード RUNTYP=DBOC として新たな計算コードを作成
した。適応可能にした計算方法は、RHF 法、ROHF 法、UHF 法である。適応可能と
した二成分相対論ハミルトニアンは、DKH2, DKH3, IOTC 法である。基底関数は g 軌
道まで用いることが可能である。 
 なお第 5 章におけるすべての数値計算では、相対論ハミルトニアンとして IOTC 法を
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採用し、RHF 法での対角 BO 近似補正項を求め、議論を行っている。基底関数は非縮
約の ANO-RCC を用いた。 
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第 5 章 
結果と考察 
 
5.1 Yb2の各核間距離における対角 BO 近似補正項 
 Yb2の対角 BO 近似補正項を核間距離 3.5～14.5Åまで 0.1Å刻みで計算した。非縮約
の ANO-RCC 基底を用い RHF 法で対角 BO 近似補正項を求めている。その結果を図
5.1 に示す。また図 5.1 の核間距離 3.5～7.0Åの区間を拡大した図を図 5.2 に示す。 
現在、このデータを用い、京都大学実験グループで重力場補正項の評価を行っている。
対角 BO 近似補正項が解離極限近傍の振動状態の束縛エネルギーにどの程度のオーダ
ーの変化を与えるかが見積もられている。簡便な LJ ポテンシャルを用いた初期段階の
計算結果によると、対角 BO 近似補正項を考慮したポテンシャル曲線から得られた束縛
エネルギーは、対角 BO 近似補正なしの束縛エネルギーと比較すると 100kHz オーダー
の差を与えている。京都大学実験グループの解析で重要となる束縛エネルギーのオーダ
ーは 1kHz オーダーであるため、対角 BO 近似補正項は無視できない重要な質量依存項
であると推測される。 
 
5.1.1 Yb2の対角 BO 近似補正曲線の評価 
 図 5.1 の結果を見ると、対角 BO 近似補正項は核間距離に対し単調減少になる。結合
を形成する分子のポテンシャル曲線は極小値をもつはずである。図 5.1 は極小値がない
ためポテンシャルに対する補正としては少し奇異に感じる。しかし電子の運動エネルギ
ーは核間距離に対し単調減少する。そのため核の運動エネルギー演算子を電子波動関数
ではさんだ期待値である対角 BO 近似補正項においても、電子運動エネルギー同様、単
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調減少となっていると考えられる。 
 
5.1.2 計算手法について 
 Yb の電子配置は[Xe] 4f14 6s2でありアルカリ土類金属原子に似た半閉殻構造を持つ。
そのため Yb2分子は、原子内の電荷の偏りによって結合している(分散力)。本研究の現
在の計算手法は RHF 法であり、RHF 法は平均場近似を仮定している。そのため、原
子内の電荷が一様であるとしているため、Yb2 のような分子では結合が形成されない。
実際に、RHF 法で計算された全エネルギーのポテンシャル曲線を図 5.3 に示す。図 5.3
から極小値が得られなく、結合が形成されていないことがみてわかる。これらのことか
ら、分子内の電荷の偏りを考慮できる電子相関を取り入れる必要があると考えられる。
しかし、前節で述べた通り対角 BO 近似補正項は電子相関を考慮しても単調減少の曲線
であるため、電子相関を加えることでどの程度の変化を与えるかは未知である。今後、
電子相関を考慮した計算を行い、電子相関の重要性を議論すべきであると考えている。 
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図 5.1  174Yb2の核間距離 3.5～14.5Å間における対角 BO 近似補正項のプロット 
 
 
 
 
 
図 5.2  174Yb2の核間距離 3.5～7.0Å間における対角 BO 近似補正項のプロット 
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図 5.3  174Yb2の核間距離 3.5～14.5Å間における全エネルギーのプロット 
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5.2 重元素系を用いた応用計算 
 BO 近似は、原子核の質量が電子の質量より非常に重く、原子核の運動エネルギーが
電子の運動エネルギーよりはるかに小さいため成り立っている近似である。そのため、
原子核が重くなるにつれ、BO 近似は良い近似になると直観的に考えられる。しかし、
重元素系を対象とした BO 近似の補正を計算した研究例は存在しない。そこで本研究で
重元素系の対角 BO 近似補正項を計算し系統的な評価を行ったので、その結果を本節で
示す。 
 
5.2.1 原子における対角 BO 近似補正項の評価 
 図 5.4 に閉殻原子の全エネルギーにおける対角 BO 近似補正(EDBOC)を示している。図
5.4 から原子番号が増加するにつれ、EDBOC も増加することがわかる。また、非相対論
計算よりも相対論計算の方が EDBOCの増加分は大きい。 
原子番号の増加に伴い、EDBOC も増加することについて考察する。原子の計算におい
ては CPHF 方程式の解 AxR
riU は、ゼロになる。そのため、(3.7)式は 
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となる。ここで、(5.1)式の第一項に着目する。この項を略式を使わずに書き表すと、 
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である。(4.4)式より、(5.2)式の核座標微分演算子を電子座標微分演算子に変換すると、 
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となる。(5.3)式の右辺は電子の運動エネルギー積分を核質量で割った項である。これよ
り、 (5.1)式の右辺第一項が電子の運動エネルギー積分を核質量で割った項と同等であ
ることがわかった。一般に水素様原子の基底状態の運動エネルギーは、ビリアル定理よ
り原子番号 Z の 2 乗に比例する。これは他の中性原子においてもおおむね成り立つこ
とが知られている。核質量はあらく見積もると原子番号 Z に比例する。そのため、(5.1)
式右辺の第一項が
Z
Z 2 つまりZ に比例するため、原子における対角 BO 近似補正項は
原子番号の増加に伴い増加したと考えられる。図 5.5 に電子の運動エネルギー積分を核
質量で割った値と、対角 BO 近似補正項をプロットした。図 5.2 から電子の運動エネル
ギー積分を核質量で割った値と、対角 BO 近似補正項は同じ傾向を示すことがわかる。 
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図 5.4 閉殻原子の全エネルギーにおける対角 BO 近似補正(EDBOC) 
       赤線：相対論(IOTC)に基づいた計算 
    青線：非相対論に基づいた計算 
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図 5.5 電子の運動エネルギーを核質量で割った値と対角 BO 近似補正項の比較 
    緑線：相対論に基づいた電子の運動エネルギーを核質量で割った値 
    赤線：相対論に基づいた対角 BO 近似補正項 
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5.2.2 分光学的定数への対角 BO 近似補正の評価 
 原子番号の増加に伴い、対角 BO 近似補正項も増加することが前節でわかった。これ
は一般に信じられているような、重元素系では BO 近似がよく成り立つという直観と反
する結果である。しかしながら多くの化学の問題では、全エネルギー自体よりもそれら
の相対的なエネルギー差が重要であり、本質的には対角 BO 近似補正項の差がどのよう
になるのかが重要となる。そこで実際に観測可能な物性値に対して、軽元素系と重元素
系とでどのような違いが現れるのかを検証するために、分光学的定数（5.2.2 節）、反応
熱(5.2.3 節)、反転障壁エネルギー(5.2.4 節)の対角 BO 近似補正評価を行った。本節で
は分光学的定数の評価を議論する。二原子分子のポテンシャル曲線に対し、対角 BO 近
似補正項がどのような影響を与えるかを調べ、平衡結合距離、力の定数、調和振動数へ
与える変化を調べた。対象とした二原子分子は、HX(X=H, Li, Na, K, Rb, Cs, F, Cl, Br, 
I, At)、X2(X=Li, Na, K, Rb, Cs, F, Cl, Br, I, At)、XAt(X= Li, Na, K, Rb, Cs)の 26 種で
ある。 
 図 5.6 に例として HX(X=H, Li, Na, K, Rb, Cs)系の平衡結合距離近傍におけるポテン
シャル曲線を示す。これらのポテンシャル曲線は、最適化構造を中心とし-0.05~0.05Å
の範囲を 0.01Å刻みでエネルギー計算し、最小二乗法に基づいた 6 次関数フィッティ
ングにより得られた曲線である。図 5.6 で、青線が対角 BO 近似補正を含まない全エネ
ルギーのポテンシャル曲線であり、赤線が対角 BO 近似補正項を含む全エネルギーのポ
テンシャル曲線である。緑線は対角 BO 近似補正項のみをプロットしている。これらの
曲線は一つの絵に収めるため、平衡核間距離近傍で 0 になるようにエネルギーを一律に
シフトして表示している。（すべての核間距離で同じだけエネルギーをシフトさせても
物性には影響を与えない。）前節の原子の計算で得られた通り、実際に対角 BO 近似補
正項の絶対値は元素が重くなるにつれて大きくなるのだが、その相対的な変化は図 5.6
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を見ると、H2 を除いて、元素の重さによらず比較的類似の傾向を示していることがわ
かる。 
またすべての分子において Yb2の時の結果と同様、緑線である対角 BO 近似補正項は
結合距離に対して単調減少で得られた。このことから一般に対角 BO 近似補正項は平衡
結合距離を伸ばす補正を与えることがわかる。表 5.1 に平衡結合距離に対し、対角 BO
近似補正項が与える変化を示す。表 5.1 の without DBOC には対角 BO 近似補正項を
考慮しない平衡結合距離を、with DBOC には対角 BO 近似補正項を考慮した平衡結合
距離を、Diff.には without DBOC と with DBOC の差を、DBOC(%)には without DBOC
に対する Diff.の割合を、それぞれ示している。平衡結合距離は、最小二乗フィッティ
ングから得られた 6 次関数に対し Newton-Raphson 法により求めている。対角 BO 近
似補正を考慮した平衡結合距離は、考慮しない平衡結合距離より長いことが表より確か
められる。また差のオーダーは、HX(X=H, Li, Na, K, Rb, Cs, F, Cl, Br, I, At)系、X2(X=Li, 
Na, K, Rb, Cs)系で 10-5~10-4Åオーダーである。X2(X= F, Cl, Br, I, At)系、XAt(X= Li, 
Na, K, Rb, Cs)系では 10-6~10-5Åオーダーである。これらの解析から、軽原子を含む分
子系、重原子を含む分子系に関わらず、対角 BO 近似補正項は平衡化区間距離に関して
同程度の変化を与えることがわかった。 
 表 5.2 に調和振動数への対角 BO 近似補正の影響を示す。2 原子分子の調和振動数
は、力の定数 kと換算質量 を使って 


k
          (5.6) 
で求められる。表 5.3 より H2分子では、Diff.が-2.062cm-1であり対角 BO 近似補正が与
える影響が大きいことがわかる。H2分子を除く HX 分子系では、X が軽原子、重原子
に関わらず 10-1 cm-1オーダーの補正を与え、X2分子系、XAt 分子系では、10-4 ～10-2 cm-1
オーダーの補正を与えることがわかった。調和振動数に関しても平衡定数同様、補正値
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には系統的な変化はみられず、軽元素でも重元素でも比較的同程度の補正を与えること
が分かった。(5.6)式からわかるように調和振動数は換算質量に依存するため、換算質量
に依存しない力の定数についても評価し表 5.3 に示した。しかしながら力の定数におい
ても表 5.3 の DBOC(%)の傾向は、表 5.2 の DBOC(%)の傾向と同じになり、系統的な
変化はみられなかった。 
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                 H2のポテンシャル曲線 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
LiH のポテンシャル曲線 
 
図 5.6 HX(X=H, Li, Na, K, Rb, Cs)系のポテンシャル曲線 
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NaH のポテンシャル曲線 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
KH のポテンシャル曲線 
 
図 5.6 HX(X=H, Li, Na, K, Rb, Cs)系のポテンシャル曲線 
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RbH のポテンシャル曲線 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
CsH のポテンシャル曲線 
 
図 5.6 HX(X=H, Li, Na, K, Rb, Cs)系のポテンシャル曲線 
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表 5.1 平衡結合距離に対する対角 BO 近似補正の影響  (単位Å) 
  H2 LiH NaH KH RbH CsH 
without DBOC 0.732252  1.656216  1.920492  2.390821  2.448716  2.612865 
with DBOC 0.732476  1.656626  1.920730  2.391104  2.449138  2.613511 
Diff. 0.000225  0.000410  0.000238  0.000283  0.000421  0.000646 
DBOC(%) 0.030689  0.024749  0.012394  0.011832  0.017206  0.024724 
  HF HCl HBr HI HAt   
without DBOC 0.916953  1.300053  1.413277  1.612678  1.683002    
with DBOC 0.917042  1.300231  1.413421  1.612838  1.683139    
Diff. 0.000090  0.000177  0.000144  0.000160  0.000137    
DBOC(%) 0.009789  0.013640  0.010206  0.009913  0.008134    
  Li2 Na2 K2 Rb2 Cs2   
without DBOC 2.863583  3.187090  4.172563  4.518173  5.047910    
with DBOC 2.863768  3.187145  4.172592  4.518193  5.047923    
Diff. 0.000185  0.000056  0.000029  0.000020  0.000012    
DBOC(%) 0.006453  0.001748  0.000689  0.000444  0.000243    
  F2 Cl2 Br2 I2 At2   
without DBOC 1.377953  2.138662  2.291149  2.715460  2.879691    
with DBOC 1.377962  2.138672  2.291152  2.715462  2.879693    
Diff. 0.000009  0.000010  0.000003  0.000002  0.000002    
DBOC(%) 0.000656  0.000474  0.000137  0.000068  0.000052    
  LiAt NaAt KAt RbAt CsAt   
without DBOC 1.655323  2.840023  3.279349  3.375034  3.548825    
with DBOC 1.655372  2.840042  3.279360  3.375040  3.548829    
Diff. 0.000049  0.000019  0.000010  0.000006  0.000004    
DBOC(%) 0.002961  0.000660  0.000319  0.000178  0.000119    
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表 5.2 調和振動数に対する対角 BO 近似補正の影響  (単位 cm-1) 
  H2 LiH NaH KH RbH CsH 
without DBOC 4573.007  1339.394  1165.945  918.300  913.911  842.560  
with DBOC 4570.945  1338.919  1165.651  918.098  913.695  842.312  
Diff. -2.062  -0.475  -0.293  -0.202  -0.216  -0.248  
DBOC(%) 0.045088  0.035494  0.025164  0.022007  0.023595  0.029399  
  HF HCl HBr HI HAt   
without DBOC 4200.876  2906.026  2721.029  2386.373  2277.329    
with DBOC 4200.075  2905.104  2720.531  2385.834  2276.867    
Diff. -0.801  -0.922  -0.498  -0.539  -0.462    
DBOC(%) 0.019072  0.031724  0.018313  0.022574  0.020300    
  Li2 Na2 K2 Rb2 Cs2   
without DBOC 307.87318  155.48774  84.55620  53.33733  37.16416    
with DBOC 307.84549  155.48685  84.55471  53.33634  37.16374    
Diff. -0.02769  -0.00089  -0.00149  -0.00099  -0.00042    
DBOC(%) 0.008994  0.000572  0.001762  0.001862  0.001133    
  F2 Cl2 Br2 I2 At2   
without DBOC 1183.15750  545.43537  349.80633  232.23122  169.33383    
with DBOC 1183.16200  545.43729  349.80702  232.23146  169.33396    
Diff. 0.00450  0.00192  0.00069  0.00024  0.00013    
DBOC(%) 0.000380  0.000352  0.000197  0.000103  0.000077    
  LiAt NaAt KAt RbAt CsAt   
without DBOC 446.33973  231.93512  154.66529  112.19748  92.44523    
with DBOC 446.32000  231.93166  154.66483  112.19915  92.44497    
Diff. -0.01973  -0.00346  -0.00046  0.00167  -0.00026    
DBOC(%) 0.004420  0.001492  0.000297  0.001488  0.000283    
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表 5.3 力の定数に対する対角 BO 近似補正の影響  (単位 a.u.-1) 
  H2 LiH NaH KH RbH CsH 
without DBOC 0.398790  0.059826  0.049670  0.031351  0.031481  0.026871  
with DBOC 0.398430  0.059784  0.049645  0.031337  0.031467  0.026856  
Diff. -0.000360  -0.000042  -0.000025  -0.000014  -0.000015  -0.000016  
DBOC(%) 0.090155  0.070959  0.050329  0.044008  0.047188  0.058788  
  HF HCl HBr HI HAt   
without DBOC 0.639148  0.313061  0.278821  0.215482  0.196853    
with DBOC 0.638905  0.312863  0.278719  0.215385  0.196773    
Diff. -0.000244  -0.000199  -0.000102  -0.000097  -0.000080    
DBOC(%) 0.038143  0.063437  0.036624  0.045140  0.040602    
  Li2 Na2 K2 Rb2 Cs2   
without DBOC 0.01258312  0.01051677  0.00527116  0.00457072  0.00347333    
with DBOC 0.01258085  0.01051665  0.00527097  0.00457055  0.00347325    
Diff. -0.00000226  -0.00000012  -0.00000019  -0.00000017  -0.00000008    
DBOC(%) 0.017990  0.001142  0.003522  0.003725  0.002265    
  F2 Cl2 Br2 I2 At2   
without DBOC 0.50321944  0.19684434  0.18272081  0.12950092  0.11392920    
with DBOC 0.50322300  0.19684572  0.18272153  0.12950119  0.11392937    
Diff. 0.00000356  0.00000138  0.00000072  0.00000027  0.00000018    
DBOC(%) 0.000707  0.000703  0.000394  0.000205  0.000155    
  LiAt NaAt KAt RbAt CsAt   
without DBOC 0.05118378  0.04218256  0.02975158  0.02880304  0.02632275    
with DBOC 0.05117925  0.04218130  0.02975140  0.02880390  0.02632260    
Diff. -0.00000453  -0.00000126  -0.00000018  0.00000086  -0.00000015    
DBOC(%) 0.008841  0.002987  0.000593  0.002975  0.000568    
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5.2.3 反応熱に対する対角 BO 近似補正の評価 
 HX(X=F, Cl, Br, I, At)の生成熱に対して、対角 BO 近似補正がどの程度影響を与える
か評価した。熱化学反応式を下記に示す。全ての分子に対して気体と仮定した。 
        molkJ; HXX
2
1
H
2
1
22 Hgasgasgas   
表5.4に反応物と生成物の全エネルギー差であるモルエンタルピーと反応物と生成物の
対角 BO 近似補正項の差を記している。計算から得られたモルエンタルピーは、X 原子
の原子番号が増加するにつれ上昇しており、実験から得られたモルエンタルピーの傾向
を良く再現している。それに対し対角 BO 補正は、符号にばらつきがあり系統的な傾向
はみられなかった。しかし、どの分子においても同程度のエネルギー補正を与えている。
またモルエンタルピーの絶対値が小さい HI 分子においては、モルエンタルピーに対す
る対角 BO 補正の割合が大きくなってくることがわかった。 
 
表 5.4 HX(X= F, Cl, Br, I, At)の反応熱に対する対角 BO 近似補正 (単位 kJ/mol) 
  HF HCl HBr HI HAt 
計算値 -266.141 -88.892 -49.514 -1.074 15.630 
対角 BO補正 -0.094 0.017 -0.006 0.029 0.028 
実験値 -272.55 -92.31 -51.42 -2.185 － 
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5.2.4 反転障壁エネルギーに対する対角 BO 近似補正の評価 
 H2X(X=O, S, Se, Te, Po)と XH3(X=N, P, As, Sb)の傘反転障壁エネルギーに対する対
角 BO 近似補正を評価し、それぞれを表 5.5、表 5.6 に示した。表 5.5 に、H2X 分子の
屈曲構造と直線構造における対角 BO 近似補正項( DBOCE )とその差( DBOCE )、屈曲構造
と直線構造における全エネルギー差である反転障壁エネルギー( eE )、反転障壁エネル
ギーに対する DBOCE の割合を示している。また表 5.6 には XH3分子の三角錐構造と平
面構造における同様のデータを記している。表 5.5 から X が重原子になるにつれ
DBOCE が大きくなっていくことがわかる。また反転障壁エネルギーに対する DBOCE
の割合も X が重原子になるにつれ大きくなっていることがわかる。これは、対角 BO
近似補正が重原子系ほど重要であることを示唆している。一方、表 5.6 の XH3 分子の
データからは、H2X 分子系のような傾向は見られず、X が軽原子でも重原子においても
DBOCE が同程度である。また反転障壁エネルギーに対する DBOCE の割合は、X が重原
子になるほど、小さくなり H2X 分子系とは逆の結果が得られた。 
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表 5.5 H2X 分子の反転障壁エネルギーに対する対角 BO 近似補正の評価 (単位：cm-1) 
 
EDBOC   
ΔEDBOC ΔEe 
ΔEDBOC/ΔEe 
(%) C2v D∞h   
H2O 596.6  582.0    -14.6  11386.1 -0.1285  
H2S 1358.4  1394.7    36.3  28466.0 0.1275  
H2Se 2878.2  2944.4    66.2  30198.6 0.2192  
H2Te 4761.2  4880.4    119.2  31136.0 0.3829  
H2Po 10152.7  10347.0    194.3  34543.6 0.5625  
 
 
 
 
表 5.6  XH3分子の反転障壁エネルギーに対する対角 BO 近似補正の評価 (単位：cm-1) 
 
EDBOC   
ΔEDBOC ΔEe 
ΔEDBOC/ΔEe 
(%) C3v D3h   
NH3 573.6  564.8    -8.8  1687.6 -0.5228  
PH3 1290.7  1276.6    -14.1  12621.7 -0.1116  
AsH3 2930.7  2916.3    -14.4  14644.3 -0.0987  
SbH3 4941.3  4928.2    -13.0  16031.6 -0.0813  
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5.2.5 5.2 節のまとめ 
以上から、まず対角 BO 近似補正エネルギー自身は重元素を含むほど大きくなることを
本研究で数値的に明らかにした。しかし物性値や反応熱等の相対的なエネルギーに対し
ては、対角 BO 近似補正の絶対値よりも、変化の度合いが重要となる。その変化の度合
いは、今回検討した分子の多くの場合、軽元素、重元素によらず類似した傾向を示して
いた。また各物性値で比較しても、軽元素、重元素によらず、同程度の補正を与えてい
ることが確認された。したがって、対角 BO 近似補正の影響は、軽元素だけでなく重元
素系においても同程度に存在しうることが本研究によって示された。 
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第 6 章 
まとめ 
 
本研究は相対論的電子状態理論に基づいた対角 BO 近似補正項を計算する方法論を
提案し、その計算プログラムの開発を実施した。そして、京都大学高橋教授らとの共同
研究である Yb2 分子の解離極限近傍における振動状態の束縛エネルギーに対する対角
BO 近似補正項の影響を評価した。対角 BO 近似補正項を考慮したポテンシャル曲線か
ら得られた束縛エネルギーは、対角 BO 近似補正なしの束縛エネルギーと比較すると
100kHz オーダーの差を与えることがわかった。京都大学実験グループの解析で重要と
なる束縛エネルギーのオーダーは 1kHz オーダーであるため、対角 BO 近似補正項は無
視できない重要な質量依存項であることがわかった。重力場補正項のさらなる評価は、
より高精度なポテンシャル関数や解析法を用いて、現在も京都大学実験グループで行わ
れている。 
また BO 近似は原子核が重くなるにつれ良い近似になると直観的には考えられそう
だが、それを示した研究はこれまで存在していなかった。そこで自ら作成したプログラ
ムを用いて、軽元素系から重元素系の対角 BO 近似補正項を系統的に計算し評価した。
まず閉殻原子に対する対角 BO 近似補正項を計算し、原子番号が増加するにつれ対角
BO 近似補正項も増加していくことを明らかにした。次に分光学的定数、反応熱、傘反
転障壁エネルギーに対する評価を行った。分光学的定数においては 26 種の二原子分子
を用い、反応熱にはHX(X=F, Cl, Br, I, At)、傘反転障壁エネルギーに対してはH2X(X=O, 
S, Se, Te Po)と XH3(X=N, P, As, Sb)分子を用いて計算を行った。今回検討した分子の
多くの場合で、軽元素、重元素によらず類似した傾向を示し、同程度の補正を与えてい
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ることを確認した。 
今後の展望としては、電子相関を考慮した対角 BO 近似補正項の導入が必要であると
考えている。本研究ではハートリーフォック法の開発を行ったが、定量的な議論のため
には電子相関の影響は不可欠である。重力場補正項に関しても、電子相関を考慮した対
角 BO 近似補正項で議論する方が望ましい。 
また本研究で開発したプログラムはソフトウエア GAMESS を基盤として作成した。
GAMESS の創始者の一人である M.W.Schmidt 博士の協力もあり、次回の GAMESS
プログラムのリリース時に、本研究で開発したプログラムも公開される予定である。ま
た本研究では、対角BO近似補正項の問題以外にも、基準振動解析で必要となるHessian
計算の一部の改良にも成功している。従来の GAMESS プログラムの Hessian 計算コ
ードは、基底関数が d 軌道までしか扱えず、計算コストも高かった。本研究で開発した
プログラムを導入することで、基底関数が g 軌道まで扱うことができるようになり、さ
らに計算コストの削減も実現した。このプログラムも同時に公開される予定である。 
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付録 A  Hessian 計算 
 
A.1 Hessian 計算の役割  
Hessian 計算はエネルギーの二階微分であり、基準振動解析で必要とされる。基準振
動解析は熱力学的諸量の評価、遷移状態の探索、そして赤外吸収波数と強度の予測と多
様な役割を果たす。 
 
A.2 Hessian の計算式 
ここでは RHF 法レベルのエネルギーの二階微分の計算式を示す。 
    
 
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                                 (A.1) 
ここで 
   
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R
jm
R
im
RR
ij
AxBxBxAxAxBXBXAxBxAx SSSSUUUU  (A.2) 
としている。 
Hessian の計算において必要となる項は、軌道エネルギー、Fock 行列の一階微分(一,
二電子積分の一階微分の足し合わせ)、一,二電子積分の二階微分、重なり積分の一,二階
微分、CPHF 方程式の解である。 
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A.3 Hessian 計算の流れ 
Hessian 計算の流れを図 A.1 に示す。 
対角 BO 近似補正項の計算の流れを示し
た図 4.1 と比較すると、計算が走るルー
チンが非常に似ていることがわかる。 
 
 
  
図 A.1 Hessian 計算の流れ 
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付録 B 一，二電子積分に対する核座標微分プログ
ラムの改良 
 
一,二電子積分の核座標に関する一階微分、二階微分は、一般に Hessian 計算で使わ
れる。CPHF 方程式は Hessian 計算の中でこれらの積分の核座標微分コードの後に走
るようにコードが組まれている(図 A.1 参照)。既存のソフトウエア GAMESS では、電
子積分の核座標微分コードが d 軌道までしか取り扱えなかった。この制限により CPHF
方程式も d 軌道を超えない基底関数しか用いることができず、Yb のような f 電子を含
む系や g 軌道などの分極関数を含む系は扱えなかった。そこで本研究では g 軌道を含む
CPHF 方程式が解けるように、電子積分の核座標微分コードを改良した。本研究では既
存の GAMESS コードの核座標微分コードとは異なるアルゴリズムを適応した。d 軌道
までの演算は従来の GAMESS でも可能ではあったが、本研究で改良したプログラムで
は従来法よりも高速演算処理が可能となった。また従来の GAMESS で使用可能であっ
た計算方法に対しても適応しているため、対角 BO 近似補正のみならず、核座標微分が
必要な物性値に対しても、演算の高速化というメリットを与えている。例えば Hessian
計算は基準振動解析や精密な構造最適化で必要なルーチンであるが、これらの計算に対
しても本研究によって改良したコードを用いると、従来法よりも高速な演算が実現して
いる。 
 
B.1 改良方法 
改良の方法は、共同研究者の M.W.Schmidt 博士の案により、ソフトウエア
HONDOPLUS[21]の一、二電子積分の一、二階微分コードを GAMESS に取り込む方
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法をとった。HONDOPLUS も GAMESS も電子積分法に Gauss-Rys 求積法[22,23,24]
を用いている。下記に一、二電子積分の一、二階微分コードに関する HONDOPLUS
と GAMESS の比較を示す。比較において、優れている点を太字にしている。 
 
HONDOPLUS 
 f 軌道までの計算が可能 
 計算コスト低い 
 RHF 法のみ使用可能 
 求積点が 9 までしか使えない 
 
GAMESS 
 d 軌道までの計算が可能 
 計算コストが高い 
 RHF,  ROHF, UHF, GVB, MCSCF, DFT 法の使用が可能 
 求積点が 13 まで使える 
 
上記の比較より、f 軌道までの計算でき、計算コストが低い HONDOPLUS のコードを
GAMESS に組み込み、様々な計算方法を使えるようにすることが最も良い解決策であ
ると考えられる。そのため、本研究ではこのような改良方法を採用した。そして、
HONDOPLUS のコードを GAMESS に組み込むことが完了してから、g軌道まで使え
るように拡張した。 
  
-53- 
 
 
B.2 Gauss-Rys 求積法 
一電子積分である重なり積分、電子の運動エネルギー積分、核-電子引力項、また二電子積
分である電子-電子反発項の計算で Gauss-Rys 求積法が用いられる。一電子積分の計算で
は、二つのガウス型基底関数の掛け算になるため多項式の次元を低く抑えることができ、
求積点の問題が起こりにくい。しかし、二電子積分では四つのガウス型基底関数の掛け
合わせになるため、多項式の次元が高くなる。そのため求積点の問題が起こりうる可能
性がある。一電子積分の微分に関しては[24,25]を参照とし、本節では二電子積分の計
算法を示す。なお、二電子積分の計算法は文献[22]に基づいており、記号の詳細はその
文献を参考とする。 
 
B.2.1 数値積分法 
原始ガウス型基底関数を用いた二電子積分は、多項式で書けることが Boys らによって
示された。 
  


L
m
mmlkji XFCoef
r 012
1
  (B.1) 
ここで、 
   dtXttXF mm  
1
0
22 exp         (B.2) 
とする。また Lは 
 lkji nnnnL          (B.3) 
とする。ここでnは表 B.1 を参照。 
(B.1)式を式変形すると、以下の式が得られる。 
    dtXttP
r
Llkji  
1
0
22
12
exp
1
    (B.4) 
軌道 n
s 0
p 1
d 2
f 3
g 4
表B.1 原始ガウス型関数の次数 
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ここで  2tPL は、係数 mCoef を含む 2 L次元の偶数次元多項式である。 
(B.4)式は、数値積分法(ガウス求積法)で正確に求めることができる。 
  


N
Llkji WtP
r 0
2
12
1

  (B.5) 
ここで、求積点の数である N は次の条件を満たさなければいけない。 
 
2
L
N   (B.6) 
(B.5)式の t は  2tPL の 番目の求積点であり、 W はそのときの重みである。 
 
B.2.2 二電子積分の多項式  2tPL  
二電子演算子はラプラス変換により、 
  duru
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12
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12
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1
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となる。(B.7)式によって二電子積分の式は、 
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となる。(B.8)内の積分は x,y,z成分に分けることができ、その x成分を xI としたとき 
            2112211 exp,,, dxdxQxxxxxxxxnnnnI x
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n
ixlxkxjxix
xlxkxjxi     
 (B.9) 
と表すことができる。(記号は全て文献[22]を参照とする) 
xI は(B.6)式中のuの積分区間を  10  に置換したときの係数を含んだ xI を使って、二電
子積分の多項式  2tPL を表すことができる。 
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






 (B.10) 
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(B.5)、(B.9)式より二電子積分の計算式は、 
 








N
zyxlkji WIII
r 1
2
1
12
2
1




  (B.11) 
となる。 
 
B.2.3 漸化式 
(B.8)式で示した xI を求めることで(B.10)式を解くことができる。 xI は 21 , xx に対する微分
表現をまとめることで二中心積分に変換することができる。二中心積分は積分要素 xI に関
する垂直漸化式で解くことができ、次に四中心積分を水平漸化式で解くことができる。 xI は
漸化式を用いることで計算することができる。 
下記に垂直漸化式を示す。(記号は文献[22]を参照とする) 
      0,0,0,0,0,0,0,0,0,1 1000 xixxixix
x
xix nIBnnICnI   (B.12) 
 
     
        0,,0,0,1,0,
2
                             
0,,0,1
2
0,,0,10,1,0,
xkxixkllijjxkxix
xk
xkxix
xi
xkxixxkxix
nnIxxxxnnI
n
nnI
n
nnIAnnIB



                                           (B.13) 
次に水平漸化式を示す。 
        0,,,0,,,10,,1, 10 kxjxxixjikxjxxixxkxjxix nnnIBxxnnnInnnI   (B.14) 
       lxkxjxxixlkxlkxjxxixxlxkxjxix nnnnIxxnnnnInnnnI ,,,,1,,1,,,    (B.15) 
上記の漸化式を用いることで、 xI の全てのペアに対し、初期積分  0,0,0,0xI  から求めるこ
とができる。 yI  、 zI に関しても同様に得ることができる。これより Gauss-Rys 求積法に基
づいた二電子積分の計算が可能になる。 
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B.2.4 ガウス型関数の核座標微分 
ガウス型関数の x成分における一般式は、 
       2exp,, AxnAxAx RxaRxRax x   (B.16) 
である。ガウス型関数の核座標一階微分は下記のように容易に表すことができる。 
    
 
 Ax
Ax
x
AxAx
Ax
Rax
Rx
n
RxaRax
R
,,2,,  









 (B.17) 
(B.16)式からガウス型関数に一階微分演算子が作用すると、  xnAxRx  の次数が一つ上がっ
たガウス型関数と一つ下がったガウス型関数ができることがわかる。この関係式を用いる
ことで、Gauss-Rys 求積法に基づいた二電子積分の一階微分の項が容易に計算できる。二
階微分に関しても同様である。 
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